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摘　要：岩土工程中的土方推移等属于颗粒体的倾斜推移问题，探索了倾斜推移体在颗粒中平动推移时所受的
阻力和升力。应用惯性数的理念，确定了流态类型，提出了适合非准静态流的广义摩擦系数。在此基础上，用

基于改进的库伦被动土压力理论，通过基于二维颗粒离散元的位移场分析，建立了预测推移阻力和升力的楔体

模型。结果表明，在其他条件相同时，推移阻力不随推移体的倾角变化，但是升力随倾角的增大而显著减小。

升力和阻力分别是作用在推移体上合力的竖直分量和水平分量，且阻力和升力的比值为推移体倾角的正切值。

广义摩擦角是推移速度和倾角的二次函数。所建立的模型可以预测不同倾角和推移速度时推移阻力和升力的大

小。
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　　颗粒物质在自然界广泛存在，地球表面几乎全
部被颗粒物质覆盖，如土壤、沙漠、海底沉土、积

雪等［１］。颗粒流作为颗粒运动的一种形式，近年

来越来越受到研究人员的重视［２－１４］。颗粒流整体

表现出来的力学特性很难用传统的力学理论描述，

因此世界顶级科学杂志 Ｓｃｉｅｎｃｅ把能否建立颗粒材
料的运动学的综合理论列为当今世界上最前沿的

１２５个问题之一［１５］。

很多岩土材料诸如砂石等可以看作是颗粒的聚

集体，场地平整中的土方推移 （图１）就属于典型
的倾斜推移体激发颗粒流问题。很多学者对颗粒推

移问题做了大量的室内实验方面和数值模拟方面的

研究工作［１２，１６－１８］。

在岩土工程应用方面，场地平整时，土体往往

会对机械产生水平方向的阻力以及竖直方向的升

力，前者和机械的动力选择有关，而后者则和机械

本身自重选择有关。另外，实际工程经验表明，机

械推移土方时其速度和推移角度对工程的效率有明

显的影响。然而，以上两点并未得到理论的定量分

析和研究。

基于此，本文立足于简化后的土方推移模型，

采用颗粒离散元数值分析的方法，结合改进库伦模

型，给出了阻力和升力关于推移角度和速度的预测

模型，旨在为岩土工程场地平整及推土机械设计等

问题提供更多方面的理论参考。

图１　土方推移的理论简化模型
Ｆｉｇ１　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｍｏｄｅｌｆｏｒｓｏｉｌｍｏｖｉｎｇ

１　数值实验装置及结果
１１　数值实验模型

在文 ［１９］的基础上，本文运用改进后的离
散元模型，全面分析了倾斜平板的运动速度和侵入

倾角对阻力和升力的影响。本文建立的离散元模型

图和位移场分别如图２所示。在此模型中，容器高
０３ｍ，宽０６ｍ，侵入深度００８ｍ，平板的倾角
分别为：３０°、４５°和６０°，速度分别为０２，０１和
００２ｍ／ｓ，每组数值实验均重复５０次取其平均值。
由于在匀速推动作用下颗粒材料的变形处于线弹性

范围内［２０］，故本文颗粒接触采用最简单的线性接

触模型，但考虑到颗粒在实际中的能量损耗，故同

时采用法向阻尼系数。具体参数为：颗粒半径 （５
±１）ｍｍ（即半径在４～６ｍｍ范围内随机分布），
颗粒密度按照玻璃珠实际密度２５５０ｋｇ／ｍ３，孔隙
率按照中等密实度材料取０１６，平板刚度取为颗
粒刚度的１０倍，时间步长按照典型时步２０％取值
为６２×１０－５ｓ，粘性阻尼系数采用文 ［２１］中的
标定方法，取００２。

图２　离散元模型 （ａ）以及位移场 （ｂ）示意图
Ｆｉｇ２　ＤＥＭｍｏｄｅｌ（ａ）ａｎｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｉｅｌｄ（ｂ）

１２　速度对阻力和升力的影响
图３反映的是侵入角度 Ψ（平板倾角）为６０°

时下速度对阻力和升力的影响。阻力和升力都随着

运动速度的增大而增大。由于倾斜平板的复杂性，

本文暂时不考虑其边界效应 （即平板运动接近终

点边界时阻力迅速增加时的情景）［２２］，在实际离散

元模拟中也进行了位移总量控制。需要指出的是：

阻力的单位为负，指的是颗粒对平板的水平作用力

图３　速度对阻力 （ａ）和升力 （ｂ）的影响 （Ψ＝６０°）
Ｆｉｇ３　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｏｎｄｒａｇ（ａ）ａｎｄｌｉｆｔｆｏｒｃｅ（ｂ）

（Ψ＝６０°）

５９
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相反于其水平运动方向；升力的单位为正，指的是

颗粒对平板的竖直作用力相反于重力方向。

１３　侵入角度对阻力和升力的影响
图４表达的是速度为０１ｍ／ｓ时倾角阻力和升

力的影响。可以看出，倾角对阻力几乎没有影响，

而对升力的影响非常显著，具体表现是倾角越小升

力越大，倾角越大升力越小。这就意味着无论多大

的倾角，只要侵入深度一定，其阻力都相同。

图４　侵入角度对阻力（ａ）和升力（ｂ）的影响（ｖｄ ＝０１ｍ／ｓ）

Ｆｉｇ４　Ｅｆｆｅｃｔｏｆａｔｔａｃｋａｎｇｌｅｏｎｄｒａｇ（ａ）ａｎｄ
ｌｉｆｔｆｏｒｃｅ（ｂ）（ｖｄ ＝０１ｍ／ｓ）

１４　阻力和升力的关系
将不同速度和不同倾角情况下的升力与阻力继

续归一化，以升力和平板倾角的正切值乘积为纵坐

标，以阻力的值为横坐标，所有的数值均落在一条

直线上 （如图５所示）。这就说明阻力和升力的比
值恰好等于平板倾角Ψ的正切值。也就是说，对

图５　不同侵入角度和速度时Ｆｄ和ＦｌｔａｎΨ的关系曲线

Ｆｉｇ５　ＲｅｌａｔｉｏｎｏｆＦｄａｎｄＦｌｔａｎΨｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ａｔｔａｃｋａｎｇｌｅｓａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

于任意倾角的平板，阻力和升力分别是作用在平板

上合力在水平方向和竖直方向的分量，如图６所示。

图６　阻力和升力的关系示意图
Ｆｉｇ６　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｆｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｄｒａｇａｎｄｌｉｆｔｆｏｒｃｅ

２　阻力和升力的连续介质模型
２１　预测模型的数学推导

如图７所示，当倾斜平板水平移动距离 ｘ，其
正前方会堆起高为ｈ的颗粒堆积，该堆积和水平方
向的夹角为αｒ，从平板底部到堆积趾部是剪切带，
剪切带和水平方向的夹角为θ１，侵入深度为Ｚ。

图７　改进库伦土压力理论的几何模型
Ｆｉｇ７　ＧｅｏｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌｏｆｍｏｄｉｆｉｅｄＣｏｕｌｏｍｂｔｈｅｏｒｙ

由几何关系得知，堆积高度为

ｈ＝ ２ｘｚ
１／ｔａｎΨ＋１／ｔａｎα槡 ｒ

（１）

三角形楔体的的面积为

Ｓ＝ｈ２（ｈ＋Ｚ）
１
ｔａｎΨ

＋ １
ｔａｎα( )

ｒ

剪切和水平面的倾角的正切值为

ｔａｎθ１ ＝
Ｚ

ｈ １
ｔａｎΨ

＋ １
ｔａｎα( )

ｒ
＋ Ｚ
ｔａｎΨ

由力的平衡得出作用在倾斜平板上的合力为

Ｆ＝
Ｓρｇ（μｃｏｓθ１＋ｓｉｎθ１）

ｓｉｎΨ（ｃｏｓθ１－μｓｉｎθ１）－ｃｏｓΨ（μｃｏｓθ１＋ｓｉｎθ１）

（２）

６９
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式中μ是广义摩擦系数，它等于广义摩擦角 φｄ的
正切值，ρ 是颗粒堆积密度。

根据合力与阻力和升力的关系，可得出

Ｆｄ ＝ＦｓｉｎΨ （３）
Ｆｌ＝ＦｃｏｓΨ （４）

２２　预测模型的离散元模拟验证
如图８所示，以平板倾角的正切值为横坐标，

阻力和升力的比值为纵坐标。可以看出，本文中的

阻力值比文 ［２３］中的略小，产生这种情况的原
因可能是本文的结果来源于数值模拟，而且没有考

虑平板的摩擦阻力，而对方则采用摩擦系数较小的

刚性板。考虑摩擦力时，竖直方向的升力就会受到

摩擦阻力竖向分量的抵消，因此升力相对会变小；

同时，水平方向的阻力会因摩擦阻力的水平分量而

增加，在这双重因素的影响下，阻力和升力的实验

值就大于模拟值。

图８　本文数值模拟结论和前人结论的对比
Ｆｉｇ８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｖａｌｕｅａｎｄｐｒｅｖｉｏｕｓｒｅｓｕｌｔｓ

图９反映了式 （２）预测合力的能力，可以看
出，对于不同的速度和倾角，预测效果都非常好。

需要说明的是，该预测公式属于单变量式模型，对

于不同的速度和倾角只需调整广义摩擦角 φｄ。表１
所表达的正是不同情况下的广义摩擦角。可以看

出，广义摩擦角随着速度的增大而增大，随着倾角

的增大而增大。平板倾角对合力的影响规律可做如

下解释：在其他条件相同的条件下，倾角越大，颗

粒的堆积高度越大，在每个时步内，剪切带的倾角

也相应增大，推动平板的难度也就越大，而作用的

总体积相同，这就意味着越大的倾角将会产生越

“陡”的剪切带，因此广义摩擦角也就越大。

将不同倾斜角和速度对广义摩擦角的影响归

纳，如表１所示。可以看出，广义摩擦角是倾角Ψ
和速度ｖｄ的二次函数。

图９　推移合力的模拟值和预测值
（ｖｄ ＝０１ｍ／ｓ，Ψ＝４５°）

Ｆｉｇ９　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｄｐｒｅｄｉｃｔｅｄｖａｌｕｅｓｆｏｒｔｏｔａｌｄｒａｇｆｏｒｃｅ

表１　不同倾斜角度和速度下的广义摩擦角φｄ
Ｔａｂｌｅ１　Ｄｙｎａｍｉｃａｎｇｌｅｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｃｌｉｎｅｄ

ａｎｇｌｅｓａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

ｖｄ／（ｍ·ｓ
－１）

Ψ／（°）
３０ ４５ ６０

０２ １０ １６ ２０
０１ ８ １２ １５
００２ ５ ６ ８

因此在其他条件相同时，广义摩擦角可表达为

φｄ ＝ｆ（ｖｄ，Ψ）＝
ａ０＋ａ１ｖｄ＋ａ２Ψ＋ａ３ｖ

２
ｄ＋ａ４Ψ

２＋ａ５ｖｄΨ
根据本文的拟合结果，各参数为：

ａ０ ＝－１９４７，ａ１ ＝２８８８，ａ２ ＝１２５２，
ａ３ ＝－１６６７，ａ４ ＝－４８６３，ａ５ ＝７３５８
图１０可以得出０～０２ｍ／ｓ速度范围内和０～

６０°平板倾角范围内的广义摩擦角。

图１０　广义摩擦角（φｄ）与速度和倾斜角的关系

Ｆｉｇ１０　Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｄｙｎａｍｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎａｌａｎｇｌｅ
ｖｓｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄａｔｔａｃｋａｎｇｌｅ

３　结　论
本文通过对倾斜平板在颗粒中的运动行为，应

用离散元分析方法，基于改进后的库伦被动土压力

７９
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理论，建立了动态情况下的推力和升力模型，得出

了平板运动速度和倾角对其影响规律，主要结论如

下：① 在一定的侵入深度下，阻力和升力随速度
增大线性增大；② 平板倾角对阻力几乎没有影响，
但是升力随平板倾角减小而线性增大；③ 阻力和
升力的比值等于平板的倾角；④ 广义摩擦角和平
板倾角以及推移速度呈二次函数关系。

根据本文得出的结论可知，推动土体的倾角越

小，推动速度越快，机械所受的阻力和升力也就越

大，这就意味着在这种情况下，需要更大动力和自

重更大的机械来完成。反之，推动土体的倾角越接

近垂直，推动速度越慢，则阻力和升力也就相应越

小，这就意味着动力和自重较小的机械就可以完

成。

岩土工程中的场地平整需要同时考虑工作效率

和机械经济成本，所以基于颗粒流方法的推移速度

对土方推移效率和所需总机械功的影响将是进一步

需要研究的问题。
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